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PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES PARMI L’IA

Artificial Intelligence

Optimisation sous contraintes

Apprentissage automatique

Traitement du langage naturel

Robotique
Exploration de données

Raisonnement de connaissances

Vision par ordinateur

Théorie des jeux
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UTILITÉS DE L’OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES
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PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES PARMI L’IA

Artificial Intelligence

Optimisation sous contraintes

Programmation par contraintes

Programmation linéaire

SAT
Méta-heuristique

Recherche locale
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PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES DANS L’OPTIMISATION

Exploration complète Exploration incomplète

∙ Séparation & évaluation (B&B)
∙ Programmation par
contraintes

∙ Programmation entière
∙ Résolution SAT

Avantage:
∙ Guaranties d’optimalité

Inconvénient:
∙ Prend du temps

∙ Recherche Locale
∙ Recherche de voisinage large
(LNS)

∙ Algorithme génétiques
∙ Méta-heuristique

Avantage:
∙ Rapide

Inconvénient:
∙ Pas de guaranties d’optimalité

Quelle technique choisir? Dépend du but, obtenir la meilleure solution ou obtenir une
bonne solution rapidement!
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PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES

Qu’est-ce que la programmation par contraintes?

”En informatique, de toutes les approches en
programmation, la programmation par

contraintes se rapproche le plus de l’idéal :
l’utilisateur décrit le problème, l’ordinateur le

résout.” — E. Freuder
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PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES

En programmation par contraintes, on modélise de manière déclarative la
solution souhaitée, l’ordinateur/le solveur trouve la solution.

Modèle Solveur Solution
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MODÈLE

∙ Variables : X, Y, Z,...

∙ Domaines : {1, 2}, {true, false}, {bleu, rouge, ...}

∙ Contraintes :
∙ arithmétiques : X + Y = Z, X ≤ Y
∙ logiques : A ∧ B
∙ globales : AllDifferent(X,Y,Z), Circuit(X1,X2,X3)
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LIBRAIRIE DE MODELISATION: CPMPY

∙ Ecrit en Python
∙ Compatible NumPy
∙ Supporte une large variété de solveurs :

∙ Or-Tools
∙ Minizinc
∙ PySDD
∙ Z3
∙ ...
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SUDOKU

2 5 1 9
8 2 3 6

3 6 7
1 6

5 4 1 9
2 7

9 3 8
2 8 4 7

1 9 7 6

Xi,j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

Xi,j = gridi,j ∀gridi,j ̸= 0
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SUDOKU

2 5 1 9
8 2 3 6

3 6 7
1 6

5 4 1 9
2 7

9 3 8
2 8 4 7

1 9 7 6

Xi,j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

Xi,j = gridi,j ∀gridi,j ̸= 0

AllDifferent(Xi,1, ...,Xi,9) ∀1 ≤ i ≤ 9

AllDifferent(X1,j, ...,X9,j) ∀1 ≤ j ≤ 9

AllDifferent(X3k,3l,X3k+1,3l, ...,X3k+2,3l+2) ∀0 ≤ k, l < 3
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SUDOKU

2 5 1 9
8 2 3 6

3 6 7
1 6

5 4 1 9
2 7

9 3 8
2 8 4 7

1 9 7 6

g r id = np . ar ray ( [ [ 0 , 2 , 0 , 5 , 0 , 1 , 0 , 9 , 0 ] , [ . . .

# Var iab les
puzz le = i n t v a r ( 1 , 9 , shape = ( 9 , 9 ) , name=” puzzle ” )

# Contra intes
m = Model ( )
m += [ puzz le [ g r id ! = 0 ] == g r id [ g r id ! = 0 ] ]
m += [ A l l D i f f e r e n t ( row ) fo r row in puzzle ]
m += [ A l l D i f f e r e n t ( co l ) fo r co l in puzzle . T ]
fo r i in range ( 0 , 9 , 3 ) :

f o r j in range ( 0 , 9 , 3 ) :
m += A l l D i f f e r e n t ( puzz le [ i : i +3 , j : j + 3 ] )

# Solut ion
m. solve ( )
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N-REINE

Q

Q

Q

Q

Xi ∈ {1, ..., n}
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N-REINE

Q

Q

Q

Q

Xi ∈ {1, ..., n}

AllDifferent(X1, ...,Xn)
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N-REINE

Q

Q

Q

Q

Xi ∈ {1, ..., n}

AllDifferent(X1, ...,Xn)

AllDifferent(X1 + 0, ...,Xn + (n − 1))
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N-REINE

Q

Q

Q

Q

Xi ∈ {1, ..., n}

AllDifferent(X1, ...,Xn)

AllDifferent(X1 + 0, ...,Xn + (n − 1))

AllDifferent(X1 − 0, ...,Xn − (n − 1))
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N-REINE

Q

Q

Q

Q

# Var iab les
queens = i n t va r ( 1 , N , shape=N , name=” queens ” )

# Contra intes
m = Model ( )
m += [ A l l D i f f e r e n t ( queens ) ]
m += [ A l l D i f f e r e n t ( [ queens [ i ] + i fo r i in range (N ) ] ) ]
m += [ A l l D i f f e r e n t ( [ queens [ i ] − i fo r i in range (N ) ] ) ]

# Solut ion
m. solve ( )
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VOYAGEUR DE COMMERCE

succi ∈ {1, ..., n}
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VOYAGEUR DE COMMERCE

succi ∈ {1, ..., n}

Circuit(succ)
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VOYAGEUR DE COMMERCE

succi ∈ {1, ..., n}

Circuit(succ)

min
∑

distance[i][succi]
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VOYAGEUR DE COMMERCE

distances = np . ar ray ( [ [ 1 , 3 , 5 , 6 ] , [ . . .

# Var iab les
succ = i n t v a r ( 1 , n , shape=N , name=” successeurs ” )

# Contra intes
m = Model ( )
m += [ C i r c u i t ( succ ) ]

# Ob j e c t i f
m. minimize (sum( distances [ i , x [ i ] ] f o r i in range (n ) ) )

# Solut ion
m. solve ( )
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PROBLÈME DE GESTION DE PROJET À CONTRAINTES DE RESSOURCES (RCPSP)

Task di cir1 cir2 succ

A 2 1 2 B C D
B 3 2 2 E
C 1 1 2
D 2 2 1 C
E 1 1 1 C

Cr1 = 3 and Cr2 = 4

Re
so

ur
ce

1

A
B D

E

C
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

Re
so

ur
ce

2
A B

D

E
C

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4
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PROBLÈME DE GESTION DE PROJET À CONTRAINTES DE RESSOURCES (RCPSP)

Task di cir1 cir2 succ

A 2 1 2 B C D
B 3 2 2 E
C 1 1 2
D 2 2 1 C
E 1 1 1 C

Cr1 = 3 and Cr2 = 4

si ∈ {0, ..., h} ∀i ∈ T
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PROBLÈME DE GESTION DE PROJET À CONTRAINTES DE RESSOURCES (RCPSP)

Task di cir1 cir2 succ
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si ∈ {0, ..., h} ∀i ∈ T
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{cir|i ∈ T},Cr)

min{si + di|i ∈ T}
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PROBLÈME DE GESTION DE PROJET À CONTRAINTES DE RESSOURCES (RCPSP)

Task di cir1 cir2 succ

A 2 1 2 B C D
B 3 2 2 E
C 1 1 2
D 2 2 1 C
E 1 1 1 C

Cr1 = 3 and Cr2 = 4

d = np . ar ray ( [ 2 , 3 , 1 , 2 , 1 ] )
c = np . ar ray ( [ [ 1 , 2 , 1 , 2 , 1 ] , [ . . .
C = np . ar ray ( [ 3 , 4 ] )
h = 42 # horizon
prec= np . ar ray ( [ ( 0 , 1 ) , ( 0 , 2 ) , . . .

# Var iab les
s = i n t va r ( 0 , h , shape = ( 9 , 9 ) , name=” puzz le ” )

# Contra intes
m = Model ( )
m += [ s_ i + d_i \ leq s_ j fo r ( i , j ) in prec ]
m += [ Cumulative ( s , d , s+d , c [ r ] , C [ r ] ) fo r r in range (R ) ]

# Ob j e c t i f
m. minimize ( s+d )

# Solut ion
m. solve ( )
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EMBALLAGE DES RECTANGLES

area_min_x , area_max_x = max( widths ) , sum( widths )
area_min_y , area_max_y = max( heights ) , sum( heights )

# Var iab les
pos_x = i n t v a r ( 0 , area_max_x , shape=n )
pos_y = i n t va r ( 0 , area_max_y , shape=n )
to t a l _ x = i n t v a r ( area_min_x , area_max_x )
t o t a l _ y = i n t va r ( area_min_y , area_max_y )

# Contra intes
m = Model ( )
fo r i , j in a l l _ pa i r s ( range (n ) ) :

m += ( ( pos_x [ i ] + widths [ i ] <= pos_x [ j ] ) |
( pos_x [ j ] + widths [ j ] <= pos_x [ i ] ) |
( pos_y [ i ] + heights [ i ] <= pos_y [ j ] ) |
( pos_y [ j ] + heights [ j ] <= pos_y [ i ] ) )

m. minimize ( t o t a l _ x* t o t a l _ y )

# Solut ion
m. solve ( )
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TRANSPORT DE PATIENTS

Transport de patients vers les hôpitaux

”Insertion sequence variables for hybrid routing and scheduling problems”, C. Thomas, R.
Kameunier, P. Schaus, CPAIOR2020
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ROBOT PHILAE

Planification des tâches du robot Philae explorateur de comète, équipe du LAAS-CNRS
(Toulouse)
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L’ART DE LA MODÉLISATION

∙ Plusieurs modèles possibles, lequel choisir?
∙ Contraintes redondantes : aident-elles?
∙ Comment casser les symétries et réduire l’espace de recherche?
∙ Quelle technologie d’optimisation utiliser?
∙ ...
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APERÇU DU SOLVEUR



RÉSOUDRE LES PROBLÈMES

Le problème

Variables et domaines

Contraintes

X { 0 1 2 3
4 5 6 7}

X + Y ≥ 3

AllDifferent(X,Y,Z)

AtMost(2, [W,X,Y,Z], 4)

. . .

Une solution

W=4

X=4

Y=2

Z=1

. . .

Solveur de
Programmation
par Contraintes
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ALGORITHME DE PROPAGATION DE CONTRAINTE

Entrée : état des domaines

1. Mise à jour de la représentation interne
2. Filtrage de nouvelles valeurs

Sortie : état des domaines mis à jour
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FONCTIONNEMENT DU SOLVER

Point fixe

Contrainte

ContrainteContrainte

Contrainte

Contrainte Contrainte
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FONCTIONNEMENT DU SOLVER

Point fixe Contrainte

ContrainteContrainte

Contrainte

Contrainte Contrainte
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ARBRE DE RECHERCHE

x1 = v1

x2 = v2

x3 = v3 x3 ̸= v3

x2 ̸= v2

x1 ̸= v1

x4 = v4 x4 ̸= v4

x5 = v5 x5 ̸= v5
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ARBRE DE RECHERCHE

Construit suivant une heuristique de sélection de variable/valeur.

But : Diminuer la taille de l’arbre le plus possible

Par exemple :

∙ sélectionner la variable avec le plus petit domaine
∙ sélectionner la variable qui est impliquée dans le plus de contraintes
∙ sélectionner le dernière variable ayant déclanché un retour en arrière
∙ ...
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APPLICATION À L’INTELLIGENCE ARTIFICIELLE



PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS
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7 4 4 7
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PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS

X {0, 1} {0, 1} {0, 1} {0, 1} C= {0..4}

4 7 4 4 {0, 1}

7 7 7 4 {0, 1}

4 4 4 7 {0, 1}

7 4 4 7 {0, 1}
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PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS

X {1} {0, 1} {0, 1} {0, 1} C= {0..2}

4 7 4 4 {0, 1}

7 7 7 4 {0}

4 4 4 7 {0, 1}

7 4 4 7 {0}
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PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS

X {1} {0} {1} {0, 1} C= {1..2}

4 7 4 4 {1}

7 7 7 4 {0}

4 4 4 7 {0, 1}

7 4 4 7 {0}
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PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS

X {1} {0} {1} {1} C= {1}

4 7 4 4 {1}

7 7 7 4 {0}

4 4 4 7 {0}

7 4 4 7 {0}
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PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS

Solution : Contrainte CoverSize

CoverSize(X, C, données)
∙ X: variables Booléennes par éléments
∙ C: compteur

maxC

CoverSize({Xi|i ∈ I},C, donnes)

Xi = {0, 1} ∀i ∈ I

C = {0, |I|}
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PROBLÈME D’IA: LA RECHERCHE D’ENSEMBLES D’ÉLÉMENTS FRÉQUENTS

27



PROBLÈME D’IA: ARBRES DE DÉCISIONS OPTIMAUX

Base de données
f1 f2 f3 . . . fn c

1 0 1 . . . 1 +

0 1 0 . . . 1 −
1 1 0 . . . 0 +

0 0 0 . . . 0 +

1 0 0 . . . 0 +

0 1 1 . . . 1 −
1 1 1 . . . 0 −
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 . . . 1 +

Nouvelle entrée
0 0 1 . . . 0

pr
of
on

de
ur

m
ax

oui
non

f2

f1 fn

f3 f1+ −

+ − − +

min
∑

(pred(i)− c(i))
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PROBLÈME D’IA: ARBRES DE DÉCISIONS OPTIMAUX - VARIABLES

pr
of
on

de
ur

m
ax

oui

non

d[0]

d[1] d[2]

d[3] d[5] d[6]d[4]

c±[7] c±[8] c±[11] c±[12] c±[13] c±[14]c±[9] c±[10]

dom(d[i]) = {0, 1, ..., n} dom(c[i]) = {0, ...,N}
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PROBLÈME D’IA: ARBRES DE DÉCISIONS OPTIMAUX - ALLDIFFERENTEXCEPT0

pr
of
on

de
ur

m
ax

oui

non

d[0]

d[2]d[1]

d[3] d[4] d[5] d[6]

c±[7] c±[8] c±[9] c±[10] c±[11] c±[12] c±[13] c±[14]

dom(d[i]) = {0, 1, ..., n} dom(c[i]) = {0, ...,N}
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PROBLÈME D’IA: ARBRES DE DÉCISIONS OPTIMAUX - COVERSIZE

pr
of
on

de
ur

m
ax

oui

non

d[0]

d[1] d[2]

d[4]d[3] d[5] d[6]

c±[9]c±[7] c±[8] c±[10] c±[11] c±[12] c±[13] c±[14]

Coversize({d[0], d[4]}, {d[1]}, c+[9]) Coversize({d[0], d[4]}, {d[1]}, c−[9])
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PROBLÈME D’IA: ARBRES DE DÉCISIONS OPTIMAUX - OBJECTIF

pr
of
on

de
ur

m
ax

oui

non

d[0] e[0]
min

∑
i∈leaf min{c+[i], c−[i]}

= min e[0]

d[1] e[1] d[2] e[2]

d[3] e[3] d[4] e[4] d[5] e[5] d[6] e[6]

c±[7]
e[7]

c±[8]
e[8]

c±[9]
e[9]

c±[10]
e[10]

c±[11]
e[11]

c±[12]
e[12]

c±[13]
e[13]

c±[14]
e[14]

dom(d[i]) = {0, 1, ..., n} dom(c[i]) = {0, ...,N} dom(e[i]) = {0, ...,N}
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PROBLÈME D’IA: ARBRES DE DÉCISIONS OPTIMAUX
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CONCLUSION



CONCLUSION

Programmation par Contraintes = Modèle + Recherche

∙ Résolution de problème combinatoires
∙ Modélisation déclarative du problème
∙ Méthode exacte
∙ Modularité
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RESSOURCES : CPMPY

∙ Librairie CPMpy opensource sur Github :
https://github.com/CPMpy/cpmpy
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RESSOURCES : MOOCS SUR COURSERA

∙ MOOC des Prof. Jimmy Lee (The Chinese University of Hong Kong, Hong
Kong) et Peter Stuckey (Monash University, Australie) sur la
modélisation de problèmes combinatoires :
https://www.coursera.org/learn/basic-modeling?
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RESSOURCES : MOOC SUR EDX

∙ MOOC du Prof. Pierre Schaus (UCLouvain, Belgique) sur le
fonctionnement des solveurs :
https://www.edx.org/learn/computer-programming/
universite-catholique-de-louvain-constraint-programming
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RESSOURCES : CHAINE YOUTUBE

∙ Chaine Youtube de l’association de programmation par contraintes :
https://www.youtube.com/@associationforconstraintpr9021
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Merci de votre attention!

Des questions?

https://hverhaeghe.bitbucket.io/

Les icones viennent du Noun Project (thenounproject.com), graphistes : Alzam, Becris, Eucalyp, Handicon,
HCP18, lastspark, Megan Day, Vectors Point
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